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DS 4 - Corrigé

— Exercice 1 : Question de cours, 3 points

Solution : Apprendre le cours.

"= (z—a)y TP =(z—a)Z" T ta" P a4 d e a Y

’Le polynéme P est factorisable par z — a si et seulement si a est racine de P‘

3. On procéde par double implication en commencant par prouver le sens direct :

% Supposons que P est factorisable par z — a, il existe donc un polynéme Q(z) tel que
P(z) = (z —a)Q(z). Pour z = a, on obtient :

Pla)=(a—a) x Q(a) =0x Q(a) =0
x Démontrons maintenant le sens réciproque.

n
Il existe des coefficients ag, ay, ..., a, tels que : P(z) = Z apz”.
k=0

Pour tout k € {0,...n}, d’aprés la propriété de la question 1., il existe un polyndome @y tel
que : 2¥ —aF = (2 — a)Qx(2) (Remarque : pour k = 0, il suffit de prendre Q, = 0)
On en déduit, par combinaison linéaire :

n n n

S an(F —d) =3 anlz - )Qu(z) = (2 — a) 3 aQul2)

k=0 k=0 k=0

n n n n
Et on a aussi : Z ap(2" — a*) = Zakzk — apak = Zakzk - Zakak = P(z) — P(a)
k=0 k=0 k=0 k=0

Il vient donc :

P(z) — P(a) = (2 —a) axQr(2)

k=0

Sachant que a est racine de P, on en déduit que P(2) = (z —a) Y apQr(2).
k=0

On a montré que P est factorisable par (z — a).

— Exercice 2 : Une interpolation

1. On obtient : A(-2, 2), B(-1, 1), C(1, -2) et D(2, -1)
2. On a f(r) = ax® + bx* + cx + d ainsi :
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f(—2) =2 se traduit par : —8a+4b—2c+d =2
f(=1)=1setraduit par: —a+b—c+d=1
f(1) =
i

1) = —2setraduit par: a+b+c+d= -2
2) = —1 se traduit par : 8a+4b+2c+d = —1
—8a+4b—2c+d = 2
) R o —a+b—c+d = 1
(a, b, c,d) est donc solution du systéme linéaire : ttbtctd _ o
8a+4b+2c+d = -1
3. Ce systeme se met sous la forme M X =Y avec :
-8 4 -2 1 a 2
-1 1 -1 1 b 1
M = 11 1 1 X = c Y= —2
8§ 4 2 1 d -1

La calculatrice calcule M ™! ce qui prouve que M est inversible et alors :

MX=Y&X=M1'Y

On obtient : a:%,b:%,c:_id:_%
4.

2 22 Tr 5

MO =3+3 "7 6

— Exercice 3

On rappelle que P(z) = 2° — (2 + 2i)2* + (5 + 44)z — 10i

1. Pout tout y € R, on a :
P(iy) = (i) — (2 + 2i)(iy)* + (5 + 44) (iy) — 10i = —iy® + (2 + 20)y* + (=4 + 5i)y — 10i
P(iy) = 2y* — 4y + i(—y> + 2y + 5y — 10)

On en déduit que :

L 20 —4dy = 0 yly—2) = 0

& y =0 0 y = 2
P+ 2% 4+5y—10 = 0 —+ 2% 4+5y—10 = 0

(:’{—10 =0 0u{—8+8+10—10 — g TY=2?

\a = 21 est racine de P\

2. On procéde par factorisations successives :
P(z) =2 — (2+2)2% + (5 + 4i)z — 10i = (2 — 20)2° + 2iz* — (2 + 2i)2* + (5 + 4i)z — 10i
P(z) = (2 —2i)2* — 222 + (5+ 4i)z — 10i = (2 — 2i)2* + (2 — 2i)(—22) — 4iz + (5 + 4i)z — 10
P(z) = (z — 2i)(2* — 22) + 52 — 10i = (2 — 2i)(2* — 22) + 5(2 — 2i) = (2 — 2i)(2* — 22 + )
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P(2) = (2 — 2i)(2* — 2z +5)

3. Pour factoriser 2? — 2z 45, on utilise le discriminant : A = (—2)? —4x1x5=4—-20 = —16

2—4
2

P(z)=(z—2i)(z — 14+ 2i)(2 — 1 — 21)

On en déduit les deux racines : z; = =1—2iet z0 =7%; =1+ 2:. 1l vient alors :

— Exercice 4

On rappelle que P(z) = 2° + (20 — 3)2% + (9 — 4i)z + 14i — 7

1. P(1—2i) = (1 —2i)°+ (2 —3)(1 — 20)*> + (9 — 4i)(1 — 2) + 140 — 7
=13 43-12(=20) +3-1-(=20)% 4 (=20)® + (20 — 3)(1 — 20)* + (9 — 44)(1 — 20) + 145 — 7
=1—-6i—12+8i+ (2 —3)(1 —4i —4) + (9 — 18i — 4i — 8) + 14i — 7
= —11+2i+(20—3) (-3 —4i)+1—-22+14i — 7= —17—6i —6i + 8+ 9+ 12i = 0
2. Cette fois-ci, on va poser la division euclidienne :
2 (20 -3)2"  +(9—4i)z +14i—T | 2 —1+2
—[2* +(2i —1)z%] 22— 2247
—22% (9 —4i)z 4147
—[—22% +(2—4i)z]
Ty 1407
—[7z +14i —T]
0

On a obtenu : P(z)=(z—1+2i)(z* —22+7)

3. Pour factoriser z* — 2z -+ 7, on utilise le discriminant : A = (=2)? —4x 1 x7 =428 = —24

_2-2V/6i

5 zl—i\/éetz222_1:1+i\/6.llvient

On en déduit les deux racines : 2z

alors :

P(z) = (z—2i) (2 = 1+ivV6) (z — 1 —iV6)

— Exercice 5

1. On utilise I'identité remarquable a* — bv* = (a — b)(a + b) :
A 1= 1= -)E+)=c-De+DE-3) = -1 (z+1)(z =) (z+1)

2 =1=(z - D=+ (= —9)(z +1)

2. On procéde par équivalences successives a ’aide du théoréme du produit nul :

A—1=0(z-1)(Ez+1)(z-i)(z+i)=0&z2z=1louz=—-louz=iouz=—i
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3. Pour tout z # 1 :

z+ 241

2+4\* . . -
u) — 1 si et seulement si Z = =———— est solution de : Z* =1

2z —1
Or d’apres le résultat de la question précédente :

t solution d
z est solution e( P

Z'=1e72'-1=0eZ=10u Z=-1ou Z=i ou Z=—i

4244\
On en déduit que z est solution de (ﬁ) = 1 si et seulement si
Z_

z24+ 241 z24+2+1 z4+ 241 . z+ 241 )

— =1 0ou —=-1 ou ——— =94 ou —_— =

2z —1 22z —1 2z — 1 2z — 1
S z4+24+1=2z—1 ou z4+2+1=1—2z ou z+2+1=21z—1 ou z2+2+i=—2iz+1
& —z=-3—1 ou 3z=-1—-i ou z(1—-2i)=-2-2i ou z(1+42i)=-2
=N z2=3+1 ou z:% ou z:% ou zzljrz%
& z=34+1 ou z:% ou z:% ou z:%

—1—-7 2—-06¢ —2+4i}

L’ensemble des solutions est : < 3 + 1, , ,
3 5 5
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