Maths expertes DS 2 - Corrigé

DS 2 - Corrigé

— Exercice 1 : Question de cours, 3 points

Solution : Apprendre le cours.

— Exercice 2 : : Une équation diophantienne, 6 points

On procede par analyse-synthése.

Analyse : On considére un éventuel couple (z,y) solution de 1’équation, on a donc z? =
33 + 41? avec x,y € N ainsi 2? — 4y = 33.

En factorisant, il vient (x + 2y)(x — 2y) = 33. On en déduit que x + 2y et x — 2y sont des
diviseurs associés de 33. De plus x+2y > 0, ce sont donc des diviseurs positifs et x+2y > = —2y
ainsi x + 2y est le plus grand des deux diviseurs associés.

L’ensemble des diviseurs positifs de 33 est : Dy(33) = {1,3,11,33}. Il n'y a donc que 2
possibilités :

r+2y = 33 r+2y = 33 r+16 = 33 r = 17
{x—2y:1<:>{ —4y:—32<:>{ y:8©{y:8
ou
r+2y = 11 r+2y = 11 r+4 = 11 x =7
{x—2y23<:>{ —4y:—8<:>{ y = 2 Ty = 2
Synthése :

Pour (z,y) = (17,8), on a 2% = 17% = 289 = 33 +256 = 33 +4 x 64 = 33 +4 x 8% = 33+ 4y°.
Pour (z,y) = (7,2),onaz? =7 =49 =33+ 16 =33 +4 x 4 = 33 + 4 x 2% = 33 + 4¢°.

S={(17,8), (7,2)}

— Exercice 3 : Une équation diophantienne, (6 points)

1. L’expression 322 est un polynome de z a coefficient entier ainsi, d’aprés la propriété sur les
congruences dans les expressions polynomiales, le reste de la division euclidienne de 32 par
11 ne dépend que de celui de x par 11.

On obtient le tableau suivant :

Restedexpar1l |0 |12 (3[4 [5|6|7[8|9]10
Restede 3z° par 11 [0 [3[1[5[4[9|9[4[5|1] 3

2. L’expression 4° est un polynéme de y a coefficient entier ainsi, d’aprés la propriété sur les
congruences dans les expressions polynomiales, le reste de la division euclidienne de y° par
11 ne dépend que de celui de y par 11.

On obtient le tableau suivant :

Restedeypar11l |O|1| 2 |3 |4 |56 | 7| 89|10
Restedey® par 11 [0 |1 [10[1|1[1[10[10] 10110




Maths expertes DS 2 - Corrigé

3. Pour une éventuelle solution de 'équation 3% = y° — 4, on a 32> = y° — 4 [11]
Dans le dernier tableau on obtient que 3 restes possibles pour 4® dans la division par 11 qui
sont 0, 1 et 10.Ona0—4=7 [11],1-4=8 [11]et 10-4=6 [11].
Les valeurs 7, 8 et 6 sont absentes de la deuxiéme ligne du premier tableau, on ne peut donc
jamais avoir 3z° = y°> — 4 [11] ce qui montre que :

I’équation diophantienne 3z° = y® — 4 n’a pas de solutions

— Exercice 4 : 6 points

1. Ona3*=27=2x13+1donc 3° =1 [13].
Soit r le reste de n par 3 ainsi il existe ¢ € N tel que n = 3¢ + r.
On en déduit alors (3%)" =1 [13] clest a dire 39 =1 [13] puis 3% x 3" = 3" [13].
Il vient alors 3" = 3" [13] ce qui montre que 3" et 3" ont méme reste par 13 ainsi :

Le reste de la division euclidienne de 3" par 13 ne dépend que de celui de n par 3‘

On obtient le tableau suivant :

Reste denpar3d |0 |1 |2
Restede 3" par 13 | 1 | 3 | 9

2. On dresse un tableau qui donne le reste de 8" par 13 en fonction de n pour les premiéres
valeurs de n :

n 01213
Reste de 8" par 13 |1 | 8 | 12 |5 | 1

On remarque que 8* =1 [13], on va donc diviser n par 4 :
Soit ' le reste de n par 4 ainsi il existe ¢ € N tel que n = 4¢' + r’.

On en déduit alors (84)61, =1 [13] c’est & dire 8% =1 [13] puis 8% x 8" =8 [13].

Il vient alors 8" = 8" [13] ce qui montre que 8" et 8" ont méme reste par 13 ainsi :

Le reste de la division euclidienne de 8" par 13 ne dépend que de celui de n par 4‘

On obtient le tableau suivant :
Restedenpar4d |0 | 1] 2 |3
Reste de 8" par 13 | 1 |8 | 12| 5

3. On procede par analyse-synthese.

Analyse :

Soit n € N tel que 13 | 8" —3". On a donc 8" = 3" [13] ce qui prouve que 8" et 3" ont méme
reste dans la division euclidienne par 13.

Dans les tableaux obtenus aux questions 1. et 2., la seule valeur commune aux deux secondes
lignes est 1. On en déduit que 3" = 1 [13] et 8" = 1 [13] puis, en utilisant encore ces tableaux,
que 3 |net4|n.

En multipliant respectivement par 4 et 3, il vient alors 12 | 4n et 12 | 3n. Ensuite, par
différence : 12 | 4n — 3n c’est a dire 12 | n. Ainsi il existe k € N tel que n = 12k

Syntheése :

Pour n = 12k avec k € N,on a 3 | n et 4 | n ainsi, d’aprés les tableaux obtenus aux questions
l.et2.;3"=1 [13] et 8" =1 [13] d’ou 8" = 3" [13] puis 13 | 8" — 3",

13 | 8" — 3" si et seulement si n est un multiple de 12
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DS2 | |[Ex 1 EX 2| analyse synthése |[Ex 3| 1. 3. Ex4 | 1. 3. [Total
3,00 3,00 1,00 2,00 2,00 2,00 2,00 21
1 0 2,5 1 1 0 7
2 2 1,5 2 5,5
3 1 3 2 1 2 2 0,5 11,5
4 3 1,5 1 0 0 0 6
5 0 2,5 2 1 0,5 5 0,5 7
6 2 3 2 1 2 2 0 0,5 0,5/ 13,5
7 3 3 2 1 2 2 2 2 17
8 3 2,5 2 1 0 0,5 0,5 10
9 0 2,5 1,5 1 1 1 0 2 11
0 2,5 2 1 0 0 0 55
0 0 0 0 1 1 0 0 2
0,5 1,5 1,5 1 1 1 2 0| 10,5
1,5 2,5 2 1 1,5/ 1,5 0,5 10,5
3 1,5 2 1 1,5 2 0 11
1 3 1 1 2 2 05 0 10,5
0 3 2 1 2 2 05 10,5
0 2,5 1 1 0 0 0 0 45
0 2,5 2 1 0 0 0 5,5
3 2,5 2 1 0,5 9
2,5 3 2 1 1,5 2 0,5 0,5/ 13,5
0 2,5 2 1 2 2 1 0,5 11
2 1,5 0 0 2 2 0 0 0 75
2,5 2 1 1 1 8,5
1,5 2 1 1,5 0,5 0,5 0 9
0 2,5 2 1 2 0 0,5 0,5 11
0 2,5 2 1 0,5 6,5
3 0 3
0 25 2 1 0 55
3 2 1 6
3 25 2 1 2 2l 05 2 15
0 2,5 2 1 1 5 0 7
1 2,5 2 1 2 2 0 0 10,5
0,5 3 2 1 1 1 0,5 9
2,5 2 1 2 15 0,5 9,5
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