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Introduction

I Fonctions polyndémes, degré d’un polyndéme

Définition (Fonctions polynomes)

On appelle fonction polynéme (ou plus simplement polynéme) toute fonction définie
sur C et a valeurs dans C pour laquelle il existe des nombres complexes ag, ay, ..., a, tels
que :

n

P(Z) = ap2" + an—lzn_1 +--taz+a = Zakzk
k=0

Remarques :

1. Lorsque a, # 0, on dit que n est le degré du polynéme et pour 0 < k < n, le nombre ay est
le coefficient de degré k.

2. Lorsque les coefficients sont tous réels, ont dit que P est un polyndéme a coefficients réels.

3. La fonction constante nulle est aussi une fonction polynéme a laquelle on n’attribuera pas
de degré en classe de terminale!.

4. On admet que si une fonction polynéme P est de valeur constante nulle alors tous les
coeflicient aj sont nuls.

Exercice 1 : Matrice et interpolation polynémiale
On a représenté une fonction polynome réelle de degré 3 :

f(z) = az® +ba® + cx +d A

1. Par lecture graphique, déterminer les coordonnées des B
points A, B, C et D appartenant a la courbe représen-
tative de f.

2. En déduire que (a,b,c,d) est solution d’un systéme
linéaire que 'on déterminera.

3. Apreés 'avoir mis sous forme matricielle, le résoudre a 2
I’aide de la calculatrice.

4. Vérifier que le graphe correspond.

1. La « bonne » valeur du degré du polynéme nul est —oo.
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Entrainement 1 &

Mémes consignes pour le polynéme représenté
ci-contre.

Propriété (Degré du produit)
Soient P et () deux polynémes non nuls de degré n et p respectivement.
La fonction R définie par R(z) = P(z) x Q(z) est une fonction polynéme de degré n + p.

Preuve : Admis?.

Exercice 2
Montrer que si deux polynomes P et () sont tels que :

pour tout z € C, (Q(2))* = z x (P(2))?

Entrainement 2 &

On admet que si deux polynomes P et () sont de degrés différents, alors le degré de P + (@)
est le plus grand des deux degrés.
Démontrer qu’il n’existe pas de polynéme P qui vérifient :

pour tout z € C, P(z) =2z x P(2)+1i

2. Le résultat doit étre clair au vu de votre pratique des développements d’expressions polynomiales.

9.
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Définition (Racine)

|| Soit P un polynéme. On appelle racine de P tout nombre complexe z, tel que P(z) = 0.

Remarque : Pour un polynoéme on parle de racine, le terme de « solution » est réservé aux équations.

Exercice 3
Montrer que le polynome complexe P(z) = z* — 3iz +i — 1 n’a pas de racine réelle.

Entrainement 3 A

On considére le polynome complexe P(z) = 92° + 3iv2 2% + (ivV2 — 7)z — 2.

Rechercher les éventuelles racines réelles de P.

Exercice 4
Soit P est un polynome & coefficients réels.
Montrer que si 2y est racine de P alors Zj est racine de P.
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II Equation du second degré

On a vu en classe de premiére la résolution des équations du type az?® 4 bz + ¢ = 0 dans R,
on se place maintenant dans C :

Propriété (Equations du second degré a coefficients réels résolues dans C)

Soient a, b et ¢ trois réels avec a # 0. On considére 1’équation d’inconnue z complexe :
az’> +bz+c=0
Le nombre réel A = b* — 4ac est le discriminant de cette équation et selon son signe on a :

—b— VA

— Si A > 0, I'équation admet deux solutions réelles distinctes : z2; = —— et

2a
—b+ VA
29 = ————.
2a b
— Si A =0, I’équation admet une solution réelle (dite « double ») : zp = o
a

— Si A < 0, I’équation admet deux solutions distinctes qui sont deux nombres com-
—b—iv—-A ; —b+iv—-A
——— ety = ——.

plexes conjuguées : z; =
2a 2a

Remarques :

— Une équation qui n’avait pas toujours de solution dans R en a toujours dans C.3

— Tl n’est pas nécessaire de recourir au discriminant pour résoudre les équations du type 2% = a
oll a est un nombre réel : Si a > 0 il y a deux solutions qui sont —v/a et v/a et si a < 0 les

solutions sont —iv/—a et i/ —a.

— Si le passage de R & C apporte une grande simplification pour les équations, on y perd autre
chose : l'ordre. En effet il n’existe pas dans C de relation d’ordre compatible avec les opérations
algébriques comme Détait la relation < dans R.4

Preuve :

3. C’est méme le cas de toutes les équations polynomiales ; ce résultat (déja évoqué et qui est vu en post-bac)
est connue sous le nom de « théoréme de d’Alembert-Gauss ».

4. C’est pourquoi des écritures du type z < 247 ou z > 37 sont & proscrire et seront sévérement sanctionnées.
Par contre, on verra que |z| < 1, par exemple, reste possible car |z| est un réel.

_4 -



Polynoémes Maths expertes

Entrainement 4 &

Résoudre les équations (1) 22 +324+3=0 et (2) 222 +32+5=0.

Exercice 6
Résoudre dans C 'équation 2* + 22 — 12 =10

Exercice 7

A 1
A T’aide du changement d’inconnue Z = z 4+ —, résoudre 1’équation :
z

A 423 - 22492:41=0
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Entrainement 5 &

S 1
A Taide du changement d’inconnue Z = z — —, résoudre 1’équation :
z

A 423 -522-92241=0

Propriété (Factorisation de az® + bz + ¢)
Pour a, b et c trois réels avec a # 0, on considére le polynome f(z) = az® + bz + c.
Avec les notation de la propriété précédente :
— si A #0alors f(2) = a(z — z1)(2 — 22),
— si A =0alors f(2) = a(z — z)*
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Remarques :

— Résoudre une équation polynomiale c¢’est déterminer les racines du polynéme connaissant
les coefficients de ce polynoéme et c’est généralement difficile mais 1'opération inverse est
toujours possible et donne lieu & des relations assez simples que I'on appelle les relations
coefficients-racines ou relations de Viéte .

Dans le cas présent du deuxiéme degré on a : z; + 25 = - et 2129 = 2.
Noter que les coefficients ne sont connus qu’a une méme constante multiplicative prés.
Dans le cas de la racine double le résultat reste valable en prenant z; = 25 = 2.

— Il peut parfois étre utile de considérer un polyndéme ayant des racines données, il suffit

alors de poser  P(z) = (2 — 2z1)(z — 22).

Exercice 8 Factoriser f(z) = 2% + 3z + 5.

III Factorisation des polynémes

Définition (Polynome factorisable ou divisible)

Un polynome P et dit factorisable ou divisible par z — a s’il existe un polynéme @) tel
que :

pour tout z € C, P(z) = (z — a)Q(z)

Remarque :
Cette définition est adaptée pour programme de terminale. Dans la définition générale un polyndéme
D quelconque joue le role du polynéme z — a.

Exercice 9
n—1

Calculer la somme Z 2% En déduire que 2" — 1 est factorisable par z — 1.
k=0

5. Frangois Viéte est un mathématicien francais, né a Fontenay-le-Comte (Vendée) en 1540 et mort a Paris
le 23 février 1603.
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Entrainement 6 &

A Daide du résultat de I’exercice précédent montrer que :
— Si n est pair alors 2" — 1 est divisible par z+1.
— Si n est impair alors z" + 1 est divisible par z+1.

Propriété
Pour tout nombre complexe a et tout entier naturel non nul n, le polynéme 2" — a™ est
divisible par z — a :

i
L

—a"=(z—a)y a2 =(z—a) " a2+ a4 a4 a Y
0

e
Il

Remarque : On prendra bien garde & ne pas confondre cette formule avec la formule du binéme.
Preuve :

Corollaire (Racine et factorisation des polynomes)
Le polynéme P est factorisable par z — a si et seulement si a est racine de P.
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Preuve :

Exercice 10
Soit P(z) = 2* — 42> + 32+ 6
1. Vérifier que -2 est racine de P.

2. En déduire une factorisation de P.

Entrainement 7 %

Soit P(2) = 2° — (24+4)2* + (4 +i)z — 3(1 +1)
1. Vérifier que 1+i est racine de P.
2. En déduire une factorisation de P par (z — 1 —i).

3. Finir la factorisation de P en produit de facteurs de degré 1.

9.
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Exercice 11
Soit P(z) = 2° + (1 4+d)2* + (i — 1)z — i

1. Montrer que P admet une racine imaginaire pur a = iy avec y € R.
2. En déduire une factorisation de P par (z — a).

3. Finir la factorisation de P en produit de facteurs de degré 1.

Entrainement 8 &

. . , 3 9.
Mémes consignes qu’a l'exercice précédent pour P(z) = 2° — Ezzz — le + gz.

Propriété

Un polynoéme non nul de degré n admet au plus n racines.

Remarque : On peut reformuler cette propriété sous la forme équivalente suivante.
« Le nombre de solutions d’une équation polynomiale est inférieur ou égal & son degré ».
Preuve :

- 10 -



