
933 Colle 10

Sujet 1

Exercice 1 : Question de cours

Montrer que surMn(R),

||A|| = max
16j6n

n∑
i=1

|ai,j|

dé�nit une norme d'algèbre.

Exercice 2

On considère l'espace vectoriel E = C([0, 1],R) normé par ‖.‖∞.
On note F l'ensemble des éléments u de E telles que :

u(0) = u(1) = 0 et

∫ 1

0

u(t)dt = 1.

1. Montrer que F est convexe.

2. Montrer que F est fermé 1.

3. Montrer que la distance de 0E à F n'est pas atteinte.

Exercice 3

Soit (un) une suite bornée.

On suppose que la suite de terme général un +
u2n
2

converge vers

une limite `.

1. Montrer que si a est une valeur d'adhérence de (un) alors 2(`−a)
aussi.

2. En déduire que (un) converge.

1. Il n'y a pas de lien avec la question précédente.



933 Colle 10

Sujet 2

Exercice 1 : Question de cours

Théorème de Bolzano-Weirstrass dans (Rn, || · ||∞).

Exercice 2

On note `1 l'espace des suites réelles (xn) telles que la série
∑
n>0

un

converge absolument. On le munit de || x ||=
+∞∑
k=0

| xk |

Pour tout n ∈ N, on note e(n) la suite dé�nie par :

e(n)k = δk n (où δ est le symbole de Kronecker)

Montrer que F = Vect(e(n), n ∈ N) est dense dans `1.

Exercice 3

On note E l'ensemble des fonctions dé�nies sur [0, 1] et à valeurs
réelles qui sont lipschitziennes.

1. Montrer que E est un sous-espace vectorielle de C([0, 1],R).

2. Pour f ∈ E, on note K(f ) = sup
06x<y61

| f (x)− f (y) |
y − x

.

Montrer que N(f ) = |f (0)| +K(f ) dé�nie une norme sur E.

3. Montrer que ‖.‖∞ et N ne sont pas équivalentes.
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Sujet 3

Exercice 1 : Question de cours

Équivalence des normes dans Rn

Exercice 2

On considère l'espace vectoriel E = {f ∈ C1([0, 1],R) | f (0) = 0}.

1. On pose N(f ) = sup
t∈[0,1]

| f (t) + f ′(t) |.

Montrer que N est une norme sur E.

2. On pose N ′(f ) = sup
t∈[0,1]

| f (t) | + sup
t∈[0,1]

| f ′(t) |.

Montrer que N ′ est une norme sur E.

3. Justi�er que N ′ domine N .

4. Pour f ∈ E, on pose g = f + f ′.

Montrer que exf (x) =

∫ x

0

etg(t)dt.

5. En déduire que N domine N ′.

Exercice 3

A et B sont des parties de Kn (Pour K = R ou C).
On suppose que :
� A est fermé et borné.
� B est fermé.

1. Montrer que A +B := {a + b | (a, b) ∈ A×B} est fermé.

2. En considérant A = Z ∩ ]−∞,−2] et B = {n +
1

n
| n ∈ N∗}.

Montrer que la propriété n'est plus valable siA etB sont seulement
fermés tous les deux.


