933 Colle 10

Sujet 1

— Exercice 1 : Question de cours

Montrer que sur M,,(R),

définit une norme d’algebre.

— Exercice 2

On considére I'espace vectoriel £ = C([0, 1], R) normé par ||.||cc-
On note F I'’ensemble des éléments u de E telles que :

1. Montrer que F est convexe.

2. Montrer que F est fermé .

3. Montrer que la distance de Op & F n’est pas atteinte.

— Exercice 3

Soit (u,) une suite bornée.
M z z u2n
On suppose que la suite de terme général u,, + oY converge vers

une limite /.

1. Montrer que si a est une valeur d’adhérence de (u,,) alors 2(¢ — a)
aussl.

2. En déduire que (u,) converge.

1. Il n’y a pas de lien avec la question précédente.



933 Colle 10

Sujet 2

— Exercice 1 : Question de cours

Théoréme de Bolzano-Weirstrass dans (R", || - ||x)-

— Exercice 2

On note ¢' I'espace des suites réelles (z,,) telles que la série Z Uy,

n>=0
+00

converge absolument. On le munit de || x ||= Z K
k=0
Pour tout n € N, on note e™ la suite définie par :

n
€< )k - 6k n (ot & est le symbole de Kronecker)

Montrer que F' = Vect(e™ n € N) est dense dans ¢'.

_ Exercice 3

On note E 'ensemble des fonctions définies sur [0, 1] et a valeurs
réelles qui sont lipschitziennes.

1. Montrer que E est un sous-espace vectorielle de C([0, 1], R).
2. Pour f € E, on note K(f)=sup | f(z) = /) ‘

0<z<y<1 y—=x
Montrer que N(f) = |f(0)| + K(f) définie une norme sur E.

3. Montrer que ||.||oo et N ne sont pas équivalentes.




933

Sujet 3

— Exercice 1 : Question de cours

Equivalence des normes dans R"”

_ Exercice 2

On considére Iespace vectoriel E = {f € C*([0,1],R) | f(0) = 0}.

1. On pose N(f) = ts%pl] | f)+ f(t) .

Montrer que NV est une norme sur E.

2. On pose N'(f) = sup | £(8) |+ sup | f(2) |
t€[0,1] t€[0,1]

Montrer que N’ est une norme sur E.
3. Justifier que N domine V.
4. Pour f € E, onpose g=f+ [
xX

Montrer que e* f(x) = / e'g(t)dt.
0

5. En déduire que N domine N'.

_ Exercice 3

A et B sont des parties de K" (Pour K = R ou C).
On suppose que :
— A est fermé et borné.
— B est fermé.

1. Montrer que A+ B :={a+0b| (a,b) € A x B} est fermé.

1
2. En considérant A=ZN]—o0,—2]et B={n+—|neN}
n

Montrer que la propriété n’est plus valable si A et B sont seulement

fermés tous les deux.



